
共形場理論・モジュラーテンソル圏における
Strange Duality予想の証明とFrobenius代数

1. はじめに：Strange Dualityと共形ブロックの普遍的定義

本稿は、黒木玄によって提唱された共形場理論 (Conformal Field Theory; CFT) における「Strange Duality (奇妙な双対性) 予想」の解決
に向けた数学的基礎を、頂点作用素代数 (Vertex Operator Algebra; VOA) とモジュラーテンソル圏 (Modular Tensor Category; MTC) の
理論を用いて解説したものです。特に、予想の中心的なステップである「補題B（非退化な双線形写像の誘導）」の完全な証明と、そ
の根底にある「特別なFrobenius代数」の構造について詳述します。

注意：代数の包含と共形ブロックの包含の非対称性

幾何学的なアプローチにおいて、アフィンLie代数（WZWモデル）の共形ブロックとフェルミオンの共形ブロックは元々定義が異
なります。前者は代数曲線上の有理型関数のLie環の作用から定義される共変商の双対空間であり、後者は曲線上のスピン束の切
断と自由フェルミオンのFock空間への作用から定義されます。

しかし、Yi-Zhi HuangらによるVOAの枠組みでは、これらは「インターツワイニング作用素の空間」として普遍的に統一されま
す。

Frenkel-Kacの構成により、アフィンLie代数はフェルミオン系に埋め込まれます。対称性の制約が強い（代数が大きい）ほど
Ward恒等式を満たす共形ブロック空間は小さくなるため、代数の包含関係

に対して、共形ブロック空間の包含関係は逆向き（部分空間）になります。

したがって、「フェルミオンの共形ブロックは自動的にアフィンLie代数の共形ブロックになるが、逆は成立しない」という非対
称性が生じます。Strange Dualityの証明は、空間全体の同型ではなく「大きな代数（ ）で定まる大域的な共形ブロック 
が、小さな代数のテンソル積空間の中に特別な元をポツンと指定し、それが非退化なペアリングを引き起こす」という論理構造
に依存しています。

2. 双線形な内積関手  の定義と融合則との整合性

（  に対応）および （  に対応）を  上の半単純なモジュラーテンソル圏とし、それぞれのテンソル積を 、単位対
象（真空表現）を  とします。フェルミオンの共形ブロックに基づく双線形関手  を以下のように厳密に定
義します。

定義 2.1: 双線形な内積関手 

積圏  から有限次元 -ベクトル空間の圏  への関手  を、「挿入状態を  および  の双対
真空  とした、リーマン球面  上のフェルミオンの2点共形ブロックの空間」として定義する。

この関手は以下の性質を満たす。



-双分線形性 (Bifunctoriality): 射の対  に対して線形写像  を対応させる。
真空における規準化:  である。

定理 2.2: 融合則（テンソル積）との分配同型（整合性）

任意の対象  および  に対して、ベクトル空間の自然同型

が存在する。さらに、この同型  は  と  のテンソル積の結合律射 (Associativity constraints) と可換である（五角形公理を満
たす）。

証明

Step 1: フェルミオンVOA  の分解と  の基本性質

Frenkel-Kacのコセット構成により、フェルミオンVOA  は部分代数  の表現として次のように分枝法則に従い完全分解さ
れます。

ここで  は  に一意に対応する  の単純対象（レベル・ランク双対対象）です。 定義 
 にこれを適用すると、Schurの補題により、

が得られます。

Step 2: 左辺  の既約分解

左辺に定義を適用します。

 におけるテンソル積  を単純対象  に既約分解し、代入して  関手の分配性を用いると、

となります。Step 1の性質より、直和の中で生存するのは  となる項のみであるため、

を得ます。

Step 3: OPE（演算子積展開）の結合律による代数射の同型

Yi-Zhi Huang, J. Lepowsky, L. Zhang (HLZ) の理論によれば、  における頂点作用素  は普遍的な結合律（Jacobi等式）
を満たします。

この Jacobi 等式を  の不変部分空間に制限します。 右辺の「先に融合させてから作用させる操作」は  における融合空間 
 を定義します。 左辺の「中間状態を経由して逐次作用させる操作」は  における融合空間 

 と各成分の積を定義します。 解析接続の一意性および非退化性により、これらの空間の間には正

のとき
それ以外

式



則な自然同型が与えられます。

Step 4: 結論

(式A) と (式B) を結合することにより、目的の自然同型が直接証明されました。また、この同型の結合性（五角形公理との整合
性）は、フェルミオンVOA  の3項の頂点作用素に対する結合律から自動的に導かれます。 

3. テンソル圏におけるFrobenius代数

Strange Dualityの非退化性を証明するための決定的な代数構造が「Frobenius代数 (Frobenius Algebra)」です。

定義 3.1: モジュラーテンソル圏におけるFrobenius代数

テンソル圏  における対象  がFrobenius代数 であるとは、以下の構造を持つことをいう。

1. 代数構造（合体）: 積射  と単位射 
2. 余代数構造（分裂）: 余積射  と余単位射（評価射） 
3. Frobenius条件: 積と余積が以下の等式（ -両側加群としての準同型性）を満たす。

同値な定義として、双線形形式  が非退化（同型写像  を誘導する）であってもよい。

定義 3.2: 特別なFrobenius代数 (Special Frobenius Algebra)

Frobenius代数  が特別なFrobenius代数であるとは、代数構造と余代数構造が以下の2つの非ゼロ・スカラー倍条件を満たすこ
とをいう。

1. 余単位と単位の合成条件 (Normalization / Connectedness):  （ただし ）
2. 余積と積の合成条件 (Speciality Condition):  （ただし ）

4. フェルミオンVOAがFrobenius代数であることの証明

定理 4.1:  のFrobenius代数構造

フェルミオンVOA  は、Deligneテンソル積圏  におけるFrobenius代数である。

証明

Step 1: 代数構造の構成と結合性

単位射  は真空ベクトル  による包含射として定義します。積射  はVOAの頂点作用素から誘
導される射として定義します。VOAのJacobi等式から、  は結合射  を介した代数の結合性を満たします。

Step 2: 評価射と非退化不変ペアリングの構成

式



 は単純VOAであるため、真空成分への標準的な射影を評価射  と定義します。これにより双線形ペアリング 
 が定まります。VOAの性質により  は不変条件  を満たし、単純性によりイデアルが存

在しないため完全非退化となります（同型  を誘導）。

Step 3: 余代数構造とFrobenius条件の証明

ペアリングの非退化性と、剛性圏  における標準的な共評価射  を用いて余積を  と構
成します。 Frobenius条件  を示すため、両辺に非退化ペアリング  を右から評価します。
剛性圏におけるスネーク方程式より  となることを用いると、両辺の評価値が  に完全に一致します。非退化
性より、元の射そのものが一致することが導かれ、Frobenius条件が成立します。 

5. VOAの真空加群が「特別な」Frobenius代数であることの証明

定理 5.1: 特別なFrobenius代数性

VOAの真空加群から作られるFrobenius代数  は「特別な（Special）Frobenius代数」である。

証明

Step 1: 条件1 ( ) の証明

単位射  であり、評価射は真空期待値  です。真空ベクトルの規格化  より、

したがって  となり、スカラー  が得られます。

Step 2: 条件2 ( , ) の証明

自他準同型射  を考えます。Frobenius条件と積の結合性を用いると、

が成り立ちます。すなわち  は代数  の積の作用と可換であり、 -両側加群準同型射（ ）です。

 は連結単純Frobenius代数であるため、非自明な両側イデアルを持たず、Schurの補題の一般化により 
となります。したがって  と一意に表せます。

スカラー  の値は、両辺のトレース（評価射と単位射の合成）をとることで求まります。

一方で左辺は圏論的次元  に一致します。  の次元は  であり、厳密に非
ゼロです。よって  となり、条件を満たします。 

6. 補題B（非退化性の誘導）の最終証明

点付きリーマン面  と3点（ ）の場合を考えます。既約成分に対応する  側の共形ブロック空間を 
、  側を  とします。

フェルミオンの3点共形ブロック（積 ）は、特定の既約成分  から  への成分においてテンソル元
 を定めます。これにより線形写像  が誘導されます。



補題B: 非退化な双線形写像の誘導

テンソル元  から誘導される線形写像  は、同型写像（全単射）である。

証明

Step 1:  の単射性

 が単射でないと仮定し、ある  が  を満たすとします。これは、テンソル元  の  側に  を作
用させると  側が完全に消滅することを意味します。

定理5.1より、  は特別なFrobenius代数であり、  （ ）を満たします。この関係式を対象の成分に制限し
ます。積  の成分が  であるのに対し、余積  の成分は双対空間  に属します。

 ならば、  にいかなる  側の双対元  を作用させても、ペア  による評価値は  になります。しか
し、  と  を合成して定数倍の恒等射  を復元するためには、  の  側にはすべての  をカバーするだけの非
退化な情報が含まれていなければなりません。非零の  がゼロに移されるような「死角（カーネル）」が存在すると、恒等射を
再構成できず、  に矛盾します。よって  であり、  は単射です。

Step 2: レベル・ランク双対性による次元の一致（全射性）

 と  の表現の圏はレベル・ランク双対性により圏同値であり、融合則 (Fusion rules) が完全に一致します。すなわち、

より  が成り立ちます。（これはVerlinde公式からも導かれます）。 有限次元ベクトル空間において、次元が
等しい空間への単射は自動的に全射となり、全単射（同型写像）となります。

以上の論証により、誘導された線形写像  は同型写像となり、  の像が各部分空間のテンソル積において完全に非退化である
ことが証明されました。 
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